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Über gleiche Peripheriewinkel auf ungleichen Sehnen. 


Eine Verallgemeinerung einer planimetrischen Aufgabe. 


I. Aufstellung und Lösung der Aufgabe. 


Der planimetrische Lehrsatz: Peripheriewinkel auf gleichen Bogen sind gleich 
groß, läßt sich unter Benutzung des Begriffes von den geometrischen Örtern auch so aus- 
drücken: Der geometrische Ort emes Punktes, dessen Verbindungslinien mit den Endpunkten 
zweier unter einem gegebenen Winkel zusammenstoßenden gleichen Strecken gleiche Winkel 
mit einander einschließen, ist ein Kreis, in welchem die genannten Strecken Sehnen sind. 
Läßt man die Bedingung fallen, daß die beiden Strecken gleich sein müssen, so erhält man 
statt des Kreises eine andere Kurve als geometrischen Ort des Punktes. Es handelt sich 
dann also um die Aufgabe, den geometrischen Ort eines Punktes zu finden, dessen Verbindungs- 
linien mit zwei ungleichen unter einem gegebenen Winkel zusammenstoßenden Strecken 
gleiche Winkel einschließen. Diese Aufgabe soll auf den folgenden Seiten behandelt werden. Sie 
ist Ihrer Natur nach sehr elementar, führt indes doch zu einigen ganz interessanten Ergebnissen. 

Nennen wir die Strecken 4 und b und lassen wir sie unter dem Winkel 180 — « 
zusammenstoßen, so ist die gesuchte Kurve durch die drei Konstanten @« b « und durch die 
obige Bedingung der Gleichheit der Winkel bestimmt, wobei noch vorausgesetzt werden kann, 
daß im allgemeinen a > b sei. 

Es- sei in Fig. 1 AB=a, BC=b und 2 CBE=a und es sei M ein Punkt der 
Kurve; dann ist 2 AMB— 2 BM(; dieser Winkel möge mit %k bezeichnet werden. Ferner 
mögen noch die Bezeichnungen eingeführt werden: 

ZMBD=3,..2 460 —, AD=e und DM —=y. 
Dann ist offenbar: 
ee CO we... en, 1 (1) 
Ferner lassen sich, wenn MB==g gesetzt wird, die Proportionen aufstellen: 

a:9—=sink:sin(u— k) 

b:g=sink:sin(v+k) 
woraus folgt, daß: 

asin (u—k)—=bsin(v + k). 


Durch Auflösung der Klammern und durch Benutzung der Beziehung: 
v=uUu—-& 
läßt sich leicht die folgende Gleichung für cot w ableiten. Es ist nämlich: 
(a — bcos«e)— bsina.tgk 
(a+bcoso)tgk—bsne 
Substituiert man nun diesen Wert für cotw in (1), so erhält man eine erste Beziehung 
zwischen den Koordinaten x, y und den gegebenen Konstanten, in welcher außerdem noch 
die Größe tg k vorkommt. Wir finden also: | 
| (a—beoso)— bsina.tgk | 

Bee, U. LEEREN. erenenn (2) 

Man kann natürlich diese Gleichung auch benutzen, um für gegebene x und y den 
zugehörigen Wert des Winkels k zu ermitteln, der hier nicht, wie beim Kreise, konstant ist, 
sondern sich von Kurvenpunkt zu Kurvenpunkt ändert, worauf weiter unten zurückgekommen 
werden wird. Die Gleichung für tg % lautet aber: 
(ce — a)bsn«a+y(a—bcosao) 
(«— a)(a+beosa) + ybsna 
Um noch eine zweite Beziehung zwischen den genannten Größen zu finden, bedenken 


cot u = 


ed 


Ra = 


wir, daß: te AMD — 5 une 
Hieraus ermittelt sich leicht tg AMB oder tg%k. Es ist nämlich: 
: SA een 
a Y ERDE, x 
= (2 — a) try — an 
1+ ae 


Vereinigen wir nun die beiden Gleichungen, welche für tg % entwickelt worden sind, indem 
wir ihre reciproken Werte einander gleich setzen, so gelangen wir zu der Relation: 

a ER @—a)(a+beosa) + ybsina. 

a. ee banal For, 
Für die Folge ist es bequemer, den Punkt B zum Anfangspunkt der Koordinaten zu nehmen. 
Es gelingt dies ohne weiteres, wenn man © — a in x übergehen läßt, wobei sich links nur 
das Vorzeichen von ax ändert. Somit entsteht dann die Gleichung: 


ee (a+bcose) + ybsin« a) 


ay zbsin« + y(a— bcoso) 

Die Gleichung (2) geht dann in folgende über: 
(a +bceose)tgk— bsina 
(a— beose) — bsina.tgk 


Tr Tr ren. 


und für cot‘k erhält man: 


‚2 2 

ob IT (4) 
ay 

Ist % eine Konstante, so stellt (3) die Gleichung einer geraden Linie, (4) die eines 

Kreises dar über der Sehne «a. Die Punkte der Kurve (I) erscheinen daher als die Durchschnitts- 


punkte einer Schaar von Kreisen mit einer Schaar von den Kreisen entsprechenden geraden Linien. 


Die Gleichung (T) läßt sich auch in folgende Form bringen: 
(x? + y’) [eb sin« + y(a— b cose)] + (x — y?) ab sin «a — 2xy ab cos —0...... (I) 
Führt man auch noch Polarkoordinaten ein, so ergiebt sich für r und 9, wenn man setzt: 
z2=rc08y und y=rsing, die Gleichung: 
ara Kell 0 (IT) 
asiny— bsin (p — «) 

Die Gleichung (II), welche für beide Koordinaten vom dritten Grade ist, läßt sich so 
umformen, daß sie für eine derselben nur vom zweiten Grade wird. Zu dem Zwecke mögen 
folgende Substitutionen dienen: 

ct=t10c8I—usind y=tsn3-+ uc0sY, 
‚wodurch mithin das Koordinatensystem um den Winkel 9 gedreht wird. 


Es ist dann: 
2t+yp—=tR-+u 
x” — y? = (f? — u?) cos 29 — 2tu sin 29 
2xy = (l? —u?) sin 29 + 2tuı cos 29 
Hiernach wird die Gleichung (IT) zur folgenden: 
M.t? — N.#u + M.tu? — Nu? abt? sin (« — 29) — abu? sin (@ — 29) — Zabtıu cos (ae — 29) = 0. 
Hier bedeuten: 
M— bsin @ 608% + (a — b cos «e) sin 4 
N = bsin « sin # — (a — b 608 «) 608 4. 
Soll nun N = 0 werden, so muß sein: 
tg 94 — a—b SD Er 
bsin « 
Dies giebt dann die neue Gleichung, in welcher ein Wert ce eingeführt erscheint, der 
eine ziemliche Rolle in der Betrachtung dieser Kurve spielt: 
ct? + ctu? — ab sin a (a? — b?).(t? — u?) + 2ab [(a? + b*) cos « — 2ab] t.u = 0. 
Es ist aber hier 


e=V a TR 22060080 
Diese Gleichung ist quadratisch für «. Es entsprechen daher im allgemeinen jedem Werte 
von £ zwei Werte von «. Sie. gewinnt eine bedeutend einfachere Gestalt, wenn man zwei 
Größen m und n durch folgende Relationen einführt: 


aaa, 2%) | 
be be a (5) 
_ ab [2ab — (a® + 6°) cos a] | 


c? 


Man erhält bei dieser Substitution die Gleichung: 
antun P(i—m) 


re BER 0. 
: mt mt 
Für « liefert diese Gleichung aber den Wert: 
nt + Ace: ar, 
Re REF EN FREE N . (IV 
u EEE (IV) 


272 
Man findet. diese Beziehung leicht, wenn man bemerkt, daß m? + n? — a - 
Führt man hier Polarcoordinaten ein, indem man setzt t = gc0sy, v—=gsiny, So erhält man 
als Polargleichung der Kurve: 
.mC082x + n sin 2% 
AR COS y 
Nach diesen Vorbereitungen kann man sich ein vorläufiges Bild von dem Verhalten 


und dem Aussehen der verlangten Kurve bilden. 


Wir nehmen bei unseren weiteren Betrachtungen, wie schon oben erwähnt ist, an, 
daß «> b sei, was der Allgemeinheit der Untersuchung keinen Abbruch thut, da bei derselben 
wesentlich der Fall a—=b ausgeschlossen bleibt. Setzen wir dies also ein für alle Mal voraus, 
so ist die Größe m stets positiv. Dagegen kann n sowohl positiv als negativ sein und in 
einem besonderen Falle auch ganz verschwinden. Wir werden nun gut thun, diesen letzten 
Fall für sich zu betrachten. Es wird sich nämlich zeigen, daß wenn n = 0 ist, die Kurve 
sich durch eine besondere Regelmäßigkeit auszeichnet, von welcher dieselbe nach zwei 
Richtungen abweicht, wenn no ist. Nennen wir im ersten Falle die Kurve symmetrisch, 
im andern Falle schief, so haben wir für die symmetrische Kurve die Bedingung: 

2ab — (a? + b?) cos« 
und für die schiefe Kurve: 
2ab Z (a? + 5b?) cos e. 


2. Die symmetrische Kurve. 
2n2 


Da m®’+n?—= a ist, so ist in diesem Falle m — a und für die Gleichung (IV 
en : C 


entsteht die besonders einfache Form: 
a m—t 
—+tl ——: 
% = Tm+tti 
Diese Gleichung hat eine bemerkenswerte Aehnlichkeit mit einer von denjenigen, durch 
welche das sogenannte Kartesische Blatt ausgedrückt wird. Bekanntlich hat man für 
dieses die Gleichung: 


3 ’ 2 
welche, wenn man = — m Setzt, in die folgende übergeht: 
m—t 
PN 


In der That besitzen beide Kurven auch eine sehr ähnliche Gestalt. 


Indem wir unsere symmetrische Linie weiter verfolgen, bemerken wir zunächst, daß hier 
2 2 
a —b 


Ve 


Sodann führen wir, um den Winkel «& bequem konstruieren zu können, einen Winkel v ein 
durch die zugleich bestehenden Relationen: 
a b 

Ve+b® Ve+b 

Macht man in Fig. 2 BE=BA=.a, fener BF—=b und /2 FBE= 90°, so ist 
2 FEB=v. Ist dann {2 BEG= 2% und BQ__@E, so ist 2 @GBE=.a, weil sin 2v — c08« 
ist; fener st BÜ=BF=b, da sowohl 2 BFC als auch 2 @CE Komplementwinkel 
von v ist. Der bei der Drehung des Koordinatensystems eingeführte Winkel 9 bestimmt sich 


C0oS 9 — sin 9 == 


für die symmetrische Kurve durch Substitution von ir für cos« in der Gleichung: 
a— bcos« 
a baer 
Man findet dann: 
ws —-- 


Damach ist 2 9= 2 BFE, wie aus Fig. 2 unmittelbar hervorgeht. Dieser aber ist dem 
Z JBE gleich, dessen Schenkel BJ auf FE senkrecht steht, und welcher den geschlossenen 

Kurventeil BFJCB in zwei congruente Aeste zerlegt. BJ selbst ist hier durch den Wert 
b : Dat 

— — BQ gegeben, wobei  CBQ—=_/CEB=vist. Daß BJ — 2 sein muß, erkennt man, 


wenn man in der aus (IV) abgeleiteten Gleichung «—= 0 setzt; es muß dann ? entweder gleich 
Null sein oder gleich —- Die Polargleichung der symmetrischen Kurve ergiebt sich aus (6), 


wenn man n—0 Setzt. Sie lautet: 

m 608 2% 

aa 
Diese Gleichung zeigt uns recht deutlich die Symmetrie der Kurve zur Abscissenachse 7, da 
o für dem absoluten Werte nach gleiche Größen von +y und —y auch immer denselben 
Wert erhält. Da o sowohl für = + 45° als auch für = — 45° gleich Null wird, so 


E j 5 1 Br ! Fan 4 ab 
besitzt die Kurve hier einen Doppelpunkt. Für t>+ = wird % imaginär, für = + er, 


- s i i ‚l 
verschwindet v« und für ?—= n wird u—=+ ©. Die Senkrechte im Punkte = — 
ist Asymptote der Kurve nach beiden Seiten. Dies geht aus der Gleichung für - hervor: 

du m? — 1? — mt 


d& mt+y9VYm—e 


Für 2=+m wird a unendlich groß. Nebenbei zeigt diese Gleichung noch einen 


Zusammenhang unserer Kurve mit dem goldenen Schnitt, welcher nicht unerwähnt bleiben soll. 
Es findet sich nämlich für den Maximalwert von « die Bestimmungsgleichung: 
2 2 
m —U"— mt=0 


Mm 
dach; a 3W3 ——- 1). 


a 


Die andere Wurzel für ? ist unbrauchbar, da für sie « imaginär wird. Die Ordinate « bietet 
übrigens nichts Besonderes für ? = (v5 — 1). Die obige Polargleichung der Kurve lehrt 


eine bemerkenswerte Eigenschaft solcher Radien erkennen, welche um einen Drehungswinkel 
von 90° auseinander liegen. Setzt man nämlich: 
| m 608 2yı .m:608 (2x1 4 90) m c08 2x 


TE eosy| a: cos (y +90) : Sing 
so findet man, daß: 
02 COS Xı 


Unter Berücksichtigung dieser Beziehung lassen sich leicht alle Radien der Punkte 
der sich ins Unendliche erstreckenden Zweige der Kurve konstruieren mit Hülfe der Radien, 
welche die Punkte des geschlossenen Teiles derselben bestimmen. Ein Beispiel liefern die 
Punkte Fund A, ebenso D und D’. Man sieht aber auch leicht ein, daß nicht nur diejenigen 
Winkel übereinstimmen, welche die Strahlen FA, FB, FÜ oder auch diejenigen, welche DA, 
DB, DC mit einander bilden, sondern auch die, welche durch die Strahlen DD’, DB und DD" 
entstehen, so daß BD’ und BD” ein anderes Strahlenpaar a und b darzustellen scheinen, 
welches dieselbe Kurve liefert, wie das angenommene Paar BA und BC. Und in der That 


hängt ja die Größe m, welche allein die symmetrische Kurve bestimmt, nicht von einer. 


willkürlichen Größe ab, sondern von zweien, nämlich von «a und b und diese können bei 
konstantem m unendlich viele Werte annehmen, und es läßt sich für jedes beliebige a ein 
zugehöriger Wert von b berechnen. Die Gleichung für m: 
Ban: 
ersetzen wir zu diesem Zwecke durch die folgende: 
4 2 2 2 2 
2) 52m? e asked 
a 


| 2 N) SE NEN 
Az Mi A ZN 


Diese liefert für _ den Wert: 


a 2.0 m 


b_ ]/+aVa° + 8m’ — (a? + 2m3). 


Vi i ER 
Da dieselbe für «= m auf den Wert ° führt, so ist es zweckmäßig, den Faktor a? — m? 


fortzuschaffen. Wenn dies geschieht, findet sich: 


b -)/ lan 

“ NV (a2 -+2m?) + aV a? + 8m? 
Ist hier z.B. a=m, so wird b=a]%. Dann ist «= 30°, 9= 60° und es erscheint m als 
die größere Diagonale eines dem geschlossenen Kurventeile einzuschreibenden Rhombus (Fig. 3). 


In der obigen Gleichung für — kann aV/ a? + 8m? sowohl positiv als negativ genommen 
a 


werden. Wählen wir das positive Zeichen, so wird der Nenner in jedem Falle größer als der 
Zähler sein, demnach b immer kleiner als a. Wenn aber das negative Zeichen gelten soll, 


3 9 . . b . . .. .. * Des 
so muß a? + 2m? > aV a?- 8m? sein, weil sonst — imaginär würde. Dies führt zu der 
a 


Bedingung m > a. Man kann dann also- setzen: m— pa, wo p>1 ist. Dann ergiebt sich 


für 2 der Wert: a 
a b au 0 m: 
a Vito Vitsp 


Da V1-+ 89° > 1 ist, so wird nun D immer größer als « sein. Aber p kann an sich jeden 


R BR R ED h 
Wert von 1 bis oo annehmen. Für p=1 wird ee und für = oo wird ===1, Die 
q a 


Vertauschung des Vorzeichens der Wurzel bedeutet hiernach nur eine Vertauschung von b und a. 
Demnach kann man hier ruhig‘ bei dem positiven Vorzeichen bleiben. Es ist übrigens, da 


ab. 5 b i R 
m — — ist, p nichts anderes als I Da nun ce hier stets kleiner ist als die größere der 
C r 
beiden Strecken a und Db*) und hier allgemein b >c ist, so ist eben b das, was sonst a ist. 
Für den Grenzfall, daß a —b ist, wird m — ©, da c dann den Wert Null annimmt; 
zugleich ist cos&—=1, also &—=0, weil «a + b?—2ab wird. Es geht die Kurve dann über 
in zwei im Nullpunkte sich senkrecht schneidende Gerade, in die Koordinatenachsen X und Y, 


AR : 

da tg 9 = m ist. Ist andererseits «= 90°, d.h. c0os&@—=0, so muß, wenn nicht a=b=0 
) 

sein soll, « unendlich groß sein; dann wird zwar auch e unendlich groß, aber m wird doch 


endlich bleiben; es ist dann nämlich gleich b), was man erkennt, wenn man den Bruch = 
durch a hebt. 

Um nun zu jedem a das zugehörige b zu finden, hat man nur nötig, den Radiusvector 
zu ziehen, der auf a senkrecht steht (z.B. BF zu BA in Fig. 2). BF hat dann die Länge 
von 5, die auf die andere Seite der Kurve getragen werden muß, was in Fig. 2 die Linie BC 
giebt. Man findet dies, wenn man a und b als Radien ansieht und ihnen die Werte beilegt 

2 mag ayı m EI 

cosyı ” COS %a 

Bildet man nun den Ausdruck abV a eis a 
a? — b? 

m.COS 2x, C08 2xV 608? 2x1 .C08? ya + 608? 2y5.608° yı 
a eos a re, a). 
Diese Gleichung aber geht in die Identität m —= m über, wenn yı — ya + 90 und die Wurzel 
negativ genommen wird. Da aber 608 y —= 608 (— x) ist, so kann bei unverändertem x, der 
Winkel % auch in — y, übergehen, wodurch man in dem angezogenen Beispiel der Fig. 2 
statt auf BF direkt auf BC geführt wird. 

Man ist daher nunmehr imstande, für eine gegebene symmetrische Kurve zu jedem 
willkürlich gewählten a einen Strahl b zu finden, so daß die Strahlen, die von einem Kurven- 
punkte nach A, B, € geführt werden, zwei gleiche Winkel mit einander bilden. Dabei ist indes 


‚ welcher gleich m ist, so findet man 


Mm — 


*) Man sieht leicht durch die Konstruktion von c, daß, wenn @« >b ist, a auch >c sein muß, ebenso auch 
a?— b? 


lem Werte e = ———— - 
aus dem Vers 


zu bemerken, daß die Kurvenpunkte zwischen A und B und so weitergehend zwischen B und C 
statt des einen Winkels seinen Nebenwinkel verlangen, eine Bemerkung, auf welche bei der 


Diskussion der allgemeinen Kurve, in der nicht cos« —= vorausgesetzt wird, noch 


2ab 
a? +2 
näher zurückzukommen sein wird. Die symmetrische Kurve hängt ab von zwei willkürlichen 
Größen, die aus den drei Größen a, b, « gewählt werden können; die dritte ist damit auch 
2ab 
at b2 
So wie nun (S. 0.) « bequem durch a und b konstruiert werden konnte, ist es auch sehr 
leicht db oder a zu finden, wenn neben « noch a oder b gegeben sind. 


gegeben durch die Relation: cosa« — 


3. Die schiefe Kurve. 


Wir wollen jetzt zu den allgemeinen Fällen übergehen und zunächst annehmen, daß 
2ab > (a? +?) cos eo. 
Dann ist die oben eingeführte Größe n positiv und man hat zwischen den Koordinaten ? und u 


die Gleichung: 
+ ntt a —# 


mt 


Man erkennt, daß hier uv—= 0 wird, einmal wenn ?=0 ist, dann aber auch, wenn 
Ta. 
a? b 
MI V — t? 
ec 


ab )sne 
Re & bir 


hie: 


d. h. wenn 


Wird t dem absoluten Werte nach größer als ee so wird « komplex. Demnach liegt die 


{ b E S 1 
Kurve innerhalb der Ganzen {= — — und t= — 2 Sie erstreckt sich aber nach zwei 


Seiten ins Unendliche. Es wird nämlich «—= &, wenn t—= — m ist. Scheinbar liefert dies 

nur em Unendlich; indes es springt « zwischen = — m+s und t= —m—e von —o 

auf +4 oo über, wie gleich gezeigt werden soll. Der zweite Wert, der für « möglich ist, 
a? b? 


wenn t= — m ist, hat die Form gi da & m? — n? ist. Der fragliche Wert von « läßt 


sich entweder durch die bekannte Methode der Differentialrechnung oder durch Entwicklung der 
Wurzel nach dem Binomischen Lehrsatz finden. Der letztere Weg liefert das folgende Resultat: 


tm \ m? ai. nt 1/m—#\ 1 [m | 
N A ıl 1 = Te, ey 
f | 2 . | : | n? |tg n? | | 
| tm—t 1 nt ee, 
Der MUT ee n? 


2 
d. bh. für? == m it ua — os welcher Wert positiv ist, so lange n > o ist. 


Befindet sich « in der Nähe des Wertes co, so hat man einerseits 


N al m? + 2ms — 8? 


positiv 
= (I — MM m 
ZN +9 m—m-+ 8 Fr (er Mana an "Fe 
und andererseits 
N r 
N positiv 
u=(—m-—e) =(—m-—e) . 
M—ZNVZZE ——E 
Der erstere Wert konvergiert mit abnehmendem & gegen — ©, der letztere gegen + », 
so daß hier thatsächlich die Kurve sich stetig von — © nach + oo fortsetzt. 
ug a? b? F a. 
Der Wert es ist absolut genommen stets größer als m, da ya + n? ist. 
5 - F ab r en 
Es wird daher « nicht etwa für den Grenzwert von t— _— unendlich, sondern für einen 


kleineren Wert, so daß sich die Kurve erst wieder zurückbiegt. Auf der positiven Seite von 


: % ab 
t wird %« für t= —: 
C ab 
es 
C 


ab" 
Ira Bein 
au c 
Dieser Wert nimmt eine sehr einfache Gestalt an, wenn man einen Hülfswinkel A 


einführt durch die Gleichungen 


2ab — (a? + b?) cos« 


6) 0) . 
a? — b?)sin « 
5 ; cos A == ( ) - 


SpA == 


C c Mr 
so daß für m und n sich die Beziehungen ergeben: 
ab 2 ab . 
m — —.Cc0S4 Nn=—SnA. 
C c 
Es wird dann: 
ab sin‘ ab A 
Te nr 


Erle An 1% > 
Die allgemeine Gleichung für « und ? geht bei Einführung von 2 in die folgende über: 


212 
. sin A. ee 


ab 
De } + t 

ar i 7 a : ab ) 

Ist 4 positiv, so ist auch tg 5; positiv und somit der Wert w= —.tg 7 positiv. 
C 

RE UM, 3 2ab n 

Dies ist aber unter unserer gegenwärtigen Voraussetzung, daß — —, > co8« sein möge, stets 
: A u b? 

 lursea: Bee, Baba ER PER REN ” 
der Fall. Ist dagegen A negativ, also ee coSs«e, So wird auch «u — te „ Negativ. 


Über das Bestehen oder Nichtbestehen der Bedingung > c08S« wird weiter unten noch 


ee 


die Rede sein. Für = — erhält man u — . cot 
für die Gestalt der Kurve und ihre Abweichung von der symmetrischen. Dies tritt sehr 
deutlich hervor, wenn man in die Polargleichung (6) der allgemeinen Kurve diesen Winkel 
einführt. Man erhält dann: 


Der Winkel } ist charakteristisch 


ab ab . 
— 08 160824 + an ) sin 2x 


NT coSy 
iR? ab cos (2x u 2) (7) 
== 3 oa. ae ne 


“welche ohne weiteres in die Gleichung der symmetrischen Kurve übergeht, wenn 4 verschwindet. 
Man kann daher. passend den Winkel A die Schiefe der Kurve nennen. 


Eine deutliche Vorstellung von dem Laufe der Kurve erhält man, wenn man einige 
Hauptwerte aus den. beiden Polargleichungen derselben zusammenstellt: 


p 9 pP X 0 p 
N DH a 0) "cos h (0) 
[94 6 
2 e z 1 ab H 
& b (6; 2 
ab CCOS— 
$ 6084 (8) hr 
i | 1 —_ 3 
u asın « ab J C 
ae ; ıs | rasina 
00 ab sin « Fr C 
a—bcos« 0 B 
& 2 
lee | 0 B 90 & 
180 a A y 
N es 0 B 
tg bsin « 3 ar 2 
N en ’ - 
le 135 ya sina| N 
180 — ® eos4 0) 
) ab 
9 T 
Fa 2 a 
a 
ab 


In der Fig. 4 findet sich die Kurve nach diesen Tabellen konstruiert; die Kolonnen p 
enthalten die Buchstaben, die in der Figur an den betreffenden Punkten stehen. Dabei ist 


ab 
noch zu bemerken, daß hier weder wie bei der symmetrischen Kurve der Wert Fe noch auch 
ab 


n ein Maximum darstellt. Dasselbe liegt vielmehr zwischen y —= n und yr= ı. Man 
6.6085 
findet dies, wenn man die Polargleichung für og und A nach x differentiiert. Man erhält: 
de _ ab —2sin (dx —A)cosy+cos(ax — sing, 

dy C cos? 4 


Für x bekommt man sonach die Bedingungsgleichung: 
2tg (x —1)—tgx. 


Bür y,— Er wird die rechte Seite größer als die linke, für „= 4 die linke größer als die 


rechte. Den wahren Wert erhält man aus der Gleichung: 
tg? H3tg x — 2tg I =0. 
Diese giebt für tg 4 folgenden Wert: 
u, VE _ Von 
cos 4 cos 4 
Nur wenn 40 ist, liefert dieser Ausdruck für y den Wert Null. Durch eine kleine Um- 
rechnung findet man übrigens tgy auch verhältnismäßig einfach ausgedrückt durch die gegebenen 
Größen a, b, «. Es ist nämlich 


3 3 
Felard 07 Va b @ 
ab 


Für r erhält man also nur, wenn A=0, wodurch auch y = 0 wird, den Wert Ta Ist A 


von Null verschieden, so findet sich für r der etwas complicierte Ausdruck: 


io m[V a? — (A en 2nV d (Va = 1) 


max. vyavvya => Va: + 1 
a+b 


wo zur Abkürzung d= - , 
du — 


Ü . . . . 
tg > gesetzt wurde, ein Wert, der gleich eins wird, wenn 
—= ( genommen wird. 
A Abe® Mu ri AN, 
Die Länge ” läßt sich leicht construieren und bei dieser Gelegenheit findet sich 


auch sehr einfach der Winkel 2. Nachdem man (Fig. 4) BE = AB gemacht und EC 
gezogen hat, deren Verlängerung (s. 9 = 90°) die Kurve in # trifft, trage man Z BEC an 


BC an, so daß 2 CBQ= 2 BEC wird, dann ist BQ = en | Trägt man aber gleichzeitig 
Z2 BEC an BC nach oben, so daß 2 JBC= Z CBQ= 2 BEC ist, so ist 2 JB@=4A. Aus 


asın « 
—— ig PCE, 
acosa —b 


b* 


DRAN. 
der Tabelle (y, r) geht nämlich hervor, daß r — n ist für tg 9 — 


ae 


aus der Tabelle (y, oe) folgt aber, daß oe — = ist für y=4, so daß der richtige Winkel 


g=Z/JBE—=3-+% sein muß, also auch 2 PPE=3-+), und da auch 2 PCE=e 
Z BEC ist, so ist $9+4A=«-+ Z BECwmd A=90 + — 29. 

Man konstruiert die Kurve daher passend in folgender Weise. Gegeben sind AB=a, 
BC=b, 2 CBE=«. Zunächst findet man Z und dann den Kurvenpunkt f. Dann sucht 


man _ — BQ und A= 2 JB@, wodurch der Punkt J gefunden wird. Dann bestimmt sich 


auch leicht O für y—=0 und X für y= a D ist Fußpunkt des Perpendikels BD auf AC. 
2 
NB ist gleich JS (y = 135%), K ist der Punkt der Kurve für die Ordinate u — . und die 


Abscisse = — m, während 7 den weiter wegliegenden Berührungspunkt der Kurve mit der 
Ordinate u —= z cot z Tumt - bedeuten soll. 


Es ergiebt sich ferner, wie bei der näheren Betrachtung des Winkels k gezeigt werden 
wird, daß 2 BJC=« ist. Es ist daher auch 2 MB=« und leicht bemerkt man, daß 
2 FBJ=9—.o, sowiedaß 2 AFB= 2 BFE=3%3 ist. Demnach ist 2 AFPB= 2 FBJ-+ 
2 AJB, d. h. es müssen A, F,J in gerader Linie liegen. 

Eine besondere Betrachtung verdient noch der Lauf der Kurve zwischen den Abscissen 

ab 


t= —m und t= — a: Wir erkennen denselben mit Hülfe der beiden Differentialquotienten 
ne 
dt dt? 


Es findet sich nämlich: 
1 mnY f? — + mf?* — 2mt — t? 


dt (m + PYPR—E 
TTS 2mm L (2m? — f?) # — 3m? f?t — 2mf* 
Bm m + PR} 
wobei / eine abkürzende Bezeichnung für n ist. = wird dreimal unendlich groß, nämlich 
fürt—=+/f und fürt=— m. Schon hieraus kann man schließen, daß die Kurve zwischen 
t—= — m und t!= — f einen Wendepunkt hat. Dies geht auch aus einer näheren Untersuchung 
des zweiten Differentialquotienten für Werte von ? innerhalb der bezeichneten Grenzen hervor, 
wenn (? — 1?)? positiv genommen wird. Wir setzen zu diesem Zwecke t— — [m+6(f—m)], 
2 
wo 0<d-<1 zu denken ist. Dann schreibt sich = folgendermaßen: 
du __ mm ar (am? ZI) REF Em] 3m?’ Im Folf em) 20 
A a oa 


wo der Einfachheit wegen in (f?— 2)? die Substitution für ? nicht ausgeführt ist. Es ist 
aber, wie hier gleich erwähnt werden mag, dieser Faktor in unserem Falle eine positive 
Größe, welche für d= 0 in (f?— m’): und für d—= 1 in Null übergeht und in der Nähe 


zn il 


2mn 
Em? 
wenn man ihn mit (f? — £?)? erweitert, einen Zähler erhalten, welcher bei kleinem d einen 
erheblichen, bei sehr großem d einen verschwindend kleinen positiven Wert hat. 


von d=1 eine kleine Größe höherer Ordnung ist. Es wird daher der Bruch 


Der Zähler des zweiten Bruches wird nun jedenfalls bei genügend kleinem ö positiv 
sein, was man sieht, wenn man ihn nach Potenzen von Öd ordnet. Er heißt dann: 


[2m (f + m)? — 6m? ö (f-+ m) + 3m 6? (am? — f?) + 6° (f— m) (2m? — f?)) (f — m)”. 
I+m 


Macht man hier 6 ae selbst, wenn m gleich f wäre, schon zu erreichen ist, wenn 
om 


ei r ; : ; j : } r 
dö<- wird, so ist die Differenz der ersten beiden Glieder in der eckigen Klammer schon 
[9] 
positiv und sollten die beiden letzten Glieder, was für 4 > 45° der Fall ist, negativ werden, 
so kann man doch d immer so klein wählen, daß das erste Glied größer ist, als die übrigen 
d’u 
di? 


Anders liegt die Sache für große Werte von d, daß heißt für Kurvenpunkte in der 


drei zusammen. Daher wird in der Nähe von {= — m der Bruch positiv sein. 


Nähe von = — f. Zunächst erkennt man leicht, daß, wenn } < 60°, der Bruch ae 1 

ist. Dann kann also d > en genommen werden und es wird dann das Glied 6m?ö (f-+ m) 

dem absoluten Werte nach größer als 2m (f-+ m)’. Ist nun gleichzeitig 4 > 45°, so wird 

auch (2m? — f?) negativ und somit ist für genügend große d dann der zweite Bruch in ns 

negativ und jedenfalls absolut genommen größer als der erste, so daß wenigstens für 
2 

60>2>45 der Ausdruck ns in der Nähe von {= — f negativ ist. Er ist: es aber auch 


für jeden anderen Wert von A, selbst dann, wenn 6m?d(f-- m) das einzige negative Glied im 
Zähler ist. Hierzu führt folgende Betrachtung. Wir ersetzen der Einfachheit wegen f durch 
die Einheit, so daß m — cos A wird, wofür wir aber m behalten wollen; dann ist n—Y 1 — m?. 
Wir behaupten nun, daß 

2mV 1 — m? 2m (1 + m)? — 6m? (1 + m) d + 3m (2m? — 1) 6? + (1 — m) (2m? — 1) 0° _ 
d°(1 — m)’ 1ch ‚ Re (1 — m) (1 = {2)2 Klar D 
Hier ist für £ m (1 — 2)? die Substition — [m + d(1— m)] noch nicht gemacht. Wir führen 
zuvor statt d die Größe & ein, welche mit d durch die Relation verbunden ist: 

ot 


0. 


Dann wird: 


1-)=P-{1— m] (L — m). 


Wenn man nun auch im Zähler & einführt, und wenn dieser dann nach Potenzen von & 
geordnet wird, so hat man: 

du 2mVı+m lee) een) am — 1) 
SE am Ram] 


u 


Bringen wir beide Brüche auf denselben Nenner, multiplicieren aber den ersten Bruch im 
Zähler statt mit [a — &(1 — m)]® mit dem zu las Werte 2/2, so finden wir, daß unter allen 
Umständen, wenn € >0 ist: 


d’u Am&aVal H+m)—1-+3(m+1)5+ 3 (2m? DEU man Se 


EN a ae N 
Der Zähler nun ist jedenfalls negativ, wenn {, was immer ae ist, genügend klein 
gewählt wird. Ist aber & sehr klein, so ist Z sehr nahe = — f, d. h. in der Nähe von 
= — f ist der zweite Differentialquotient immer negativ, in der Nähe von t= —m 


immer positiv, wobei stets vorausgesetzt wird, daß die Wurzel positiv genommen wird, 


und die Kurve besitzt daher einen Wendepunkt. Dies ist aber nicht der Fall, wenn 
j 2 


die Wurzel negativ ist, d. h. zwischen den Ordinaten u = = — und u 2 u Eine 
Betrachtung, der obigen analog, erweist dies sehr leicht. 

Ist A groß, so entfernt sich der Inflexionspunkt erheblich von der Tangente in t= — f, 
während er bei kleinem A dieser Linie ungemein nahe liegt. 

In den Grenzfällen m = 0 und n = 0 fällt der Inflexionspunkt fort. Denn, wenn 


erstens m = 0 ist, so erhalten wir: 
ale 8 
a VE 


welcher Wert niemals Null wird. Wenn wir aber zweitens n — 0 Setzen, so finden wir: 
d’u m? (t — 2m) 


a (m a d (V m? — Ba 
Dieser Ausdruck wird zwar Null, wenn 
daß für diesen Wert von ? die Ordinate u complex wird. 


; indes ist leicht zu erkennen, 


4. Der Winkel *. 
Es möge nun eine kurze Betrachtung des Winkels % folgen. Während der Peripherie- 
winkel auf der Sehne eines Kreises für jeden Punkt der Kreislinie gleiche Größe hat, nimmt 
hier der Winkel % für jeden Punkt der Kurve einen anderen Wert an. Daß er für den 


Punkt J, dessen Radiusvector - ist, die Größe « hat, haben wir schon angedeutet. Es läßt 


sich diese Relation finden, wenn die Werte benutzt werden, die für cotk im Anfange bestimmt 
wurden. Es sind dies die beiden Seiten der Gleichung (1), nämlich: 
z(a+beose)+ybsne D+y+ax 
zbsna ya bo a i 

Setzt man hier für % den Winkel « ein, so findet man, wenn man die erste Gleichung 
nach y auflöst: 


CORE 


(a+bcose)tge — bsine asin « 


a A ee 
AR «—bcos&a —bsina.tg « acosa—b 


un. BEE ae 


a asin t 
Hier ist nun BE —tgy zu Setzen, was, wie aus der Tabelle S. 10 erhellt, 
a 


7 ab :. y R Mei 
für » den Wert R giebt, d.h. den Kurvenpunkt J. Umgekehrt erhält man diesen Wert für 


k, wenn man schreibt: 
ra 06084 
cot k —— al A, “le, 0 00 e 0,0 0 ale Te. eo okeWerohena gene = «.0 5 d (8) 
asSsın 
ab asin« 
und nun r = — und tg 9 = ——— ——. setzt. 
C ac0s a — b 
Nimmt man nun für r den Wert aus der Polargleichung der Kurve (III), so erhält man: 


ab sin (2p — 0) 


+ 4Cc08Sy 
asin po — b sin (p — 
Cote = an ( 2 
asingy 
aus welcher Gleichung folgt: 
sin y — b sin (p — 
tgk= eh I . .... (9) 


0608 + bcos(p— «) 

Eine einfachere Beziehung erhält man durch Einführung des Winkels y. Es ist dann 
zu setzen 9—y- 9 und man erhält dann: 
[a sin 4 — bsin (9 —a)] + [acos 43 —beos H—a)]tgy. 


to k — 
= [a cos 9 + b cos (4 — e)] — [asin 9 +bsin (9 — a)| tg y 
Nun ist aber: asiny —bsn(F—a) —=c 
a 608.4 — bcos (I — a) — 0 
2ab sin 
a c08. 9 + b cos (4 — a) — a 
? — b? 
asin.$ + bsin (9 — «) — z A] 
Dies giebt den Wert: 
to k — & ACER ET... (10) 


ab sin a — (a? — b)tgy 
Umgekehrt kann man auch „9 und y durch k ausdrücken, wie folgt: 
> (a--beosa)tgk Er bsine, Er 2ab sin & ‚tg ke 
(a—bceosa)—bsinatgk’ ° (a? — b’)tg k 
Um das Verhalten des Winkels k näher zu erkennen, suchen wir den Differential- 
quotienten von k nach y auf; dieser ist 
(a? — 5°) 
dy  [2ab sin @ cos y — (a? — 6°) siny]® + A cos?y 
Man findet diesen Wert leicht, wenn man die Gleichung (10) differentiiert und nachher cos? k 
z nie unendlich groß werden kann, da der 
Nenner nur Null werden würde, wenn jeder der beiden quadratischen Summanden für denselben 
Wert von x verschwinden würde, was nicht der Fall ist; denn der erste thut es, wenn 


2ab sin« 
gy = PET 


durch y ausdrückt. Dieser Bruch zeigt, daß 


j keß: 
‚ der andere, wenn y—= 90° ist. Ebenso kann s nicht Null werden, da der 
X 


ZN, a 


Nenner immer endlich bleibt. Somit ändert sich %k stetig mit „ und nimmt von y = — 90° 
bis „= + 90° alle Werte von 0 bis 180° an. Für einen Punkt, der wie N zwischen A und B 
liegt, hat man statt des Winkels ANB seinen Nebenwinkel zu nehmen; ebenso für einen 
Punkt zwischen B und (, er möge N’ heißen, statt des Winkels BN’C dessen Nebenwinkel. 


Im Punkte B ist k, wenn man von A kommt [ro 2), =, wenn man von D 
kommt |r=0 9=90+ a — 90 + n und hat insbesondere noch folgende Wer 

Ist 9=«, so erhält man tg k — en 

Für y=0 ist te | 

Für y=4 ist k=o, welche Beziehung oben benutzt wurde. 

Für tgy — a ist k— 90°. 


Dieser Winkel y aber ist der Nebenwinkel von 2 ACH (Fig. 4), was man erkennt, 
wenn man tg ACR ausrechnet und berücksichtigt, daß Z ROE= 4 ist; es ist nämlich: 


tg AC(R = TR: und daher tg ACE — — NENNE 
bsina a — b 

In den Punkten A und C ist eine Grade die mit AB, resp. BC den betreffenden 
Winkel % einschließt, die Tangente der Kurve. Im Punkte B sind es die zwei Tangenten, 
welche jede für sich mit beiden Strecken AB und BC gleiche Winkel bilden. Dies beweist 
sich mit Hülfe des Differentialquotienten =. den man findet, wenn man die beiden Werte für 
cotk auf Seite 14 nach x differentiiert und die gefundenen Ausdrücke einander gleich setzt. 
Man erhält dann: 


= 
2079 N 
dcotk & 33 (v ur 
de [zbsina+y(a—bcose)]” 
und 
dy 
BE SA 
RR ee A ee 
CR ay? 
und dann: 
y __ y@r+a)ledsina+yla— bes’ Hay 
dx [ebsina + y(a— b cos «)]? [x — y? + ax] — (a? — b?) any? 
Für den Punkt A is, 2—=—a und y=:0. Dafür diese 'Werte.der Bruch (die-Eorm nn 
annimmt, hebt man ihn passend durch y in folgender Weise: 
dy _ _@er+a)lodbsine +y(la—becosa)’ — ( — d’)ay? 


2 
ae [eb sine + y(a— b.eos a) [I — y)— (@ —B9 axy 


a 


2 
Nun ist aber ie — acotk— y. Wenn man diesen Wert substituiert und dann 2 — — a 
7 
und y — 0 setzt, findet man: 
dı 1 
dx, A) cot k 


womit für A die Behauptung erwiesen ist. 


Für den Punkt (ist z — b 608 «, y — bsin« zu setzen. Bildet die Tangente in diesem 
Punkte mit der Abscissenachse den Winkel {, mit b den Winkel „, so ist der gesuchte Wert: 


dı 

Ye {© @ 

au +tgttge dy 
Ligue 
dxıo) 

aah..da 
Br (24 c08« + b)sin« 
dc.o, co a — asinma + bcosae 
a co’ «sma + asn’« _ asin« 
L Cosa + b acosa— b 


Dies ist aber der Wert für tg%k, wenn 9 — « ist. 


Für den Punkt B endlich ist z<=0, y=0. In diesem Falle kann man die 
Gleichung (II) benutzen, welche, wenn man sie durch xy hebt, in die folgende übergeht: 


ER : Bi ’ 
E + 3 [eb sin« + Yy(a— bcosa)) + = — /\ ab sin « — 2ab cos « — 0. 
NER» U t 
Setzt man hier 7 — » und dann x — 0 und y== 0, so erhält man für » — v, die Bedingungs- 
gleichung: 
er 
Gy — =) sma —=— 2Cc085« 
Vg 


oder auch: 
vr + 23, ct —=1, 


. % 1 
so daß sich für v, oder = wenn a Ozund 7. 0 ist, findet: 


1 — cos 1 
3 2 Skumd a te 
0 sın & sm « 


eh: 1) (2) = +15 und 2) 2) = — et, 
0 


0 


Das sind aber dieselben Werte, welche auch u im Punkte DB giebt, was leicht nachgewiesen 


werden kann, wenn der Ausdruck für = durch &y? gehoben wird und dann 2 = 0, y—0 


und = entweder — tg S oder auch = — cot 5 gesetzt wird. 


N | 


Daß wirklich jeder Wert, den k zwischen 0 und 180° annehmen kann, nur einmal 
vorkommt, kann man auch erkennen, wenn man die Werte von k für 9 und 9’ einander 
gleichsetzt. Man erhält dann: 

(a—beose)tgy+tbsin«a  (a—bcoso)tgy +bsine 
(a+bcose) +bsinatgy (a+beose) +Hbsinatgy 
Diese Gleichung geht aber in die folgende über: 


(0 ray eo) D 
welche nur erfüllt ist für 9=y’ oder a—=b. 


5. Die Konstanten @ und D. 


Hieran möge sich nun eine Betrachtung über das zu einem gegebenen a gehörige b 
und den zu beiden hinzutretenden Winkel & schließen für den Fall, daß die Kurve sich nicht 


ändert. Die letztere Bedingung setzt voraus, daß sowohl . als auch 4 konstant sei; statt 
diese Bedingung für A einzuführen, kann man sie auch für sin} gelten lassen. Setzen wir 


ab R R i Ä Ä 
nın — —f und sni=9g, so ergeben sich für die Unveränderlichkeit der Kurve die 
C 


Bedingungen: 
ab h 
ur —f, 
2ab — (a +b’)cosa 
c? I: 


Aus der zweiten dieser beiden Gleichungen findet sich, wenn man die Bedeutung von 
c berücksichtigt, leicht die Beziehung: 
ga and 
2a. (0208), 


Diese Gleichung geht, wenn man 3 — 7 setzt, über in die folgende: 


COS & 


TIE er 


COS a = 
7 a N 


Man sieht hieraus, daß « nur von dem Verhältnis . abhängt. Umgekehrt aber läßt 


sich dies auch durch cos« ausdrücken. Man kann nämlich auch schreiben: 
ab VE Korn. 
+5 1+908a 147 
Hier findet sich nun unmittelbar: 
(149g) (1-+ cos«e) 149g „@ 
= & <= ct” — 
| 1—)(1—coseo) 1-9 2 


ir 


una 


und hieraus: 


Va 08 sale. sinZ 
Yalerıer; G cos, Saulag sin 


ist, so kann man auch schreiben: 


[04 c & 
COS — sın ——— 
I [ ) 


cos” + sin 2 -- = 


Quadriert man die Gleichung, durch welche f eingeführt wurde, so läßt sich, dieselbe auch, 
wie folgt, schreiben: 


A 


oa +b?—2abcosa u’ 


D? f? 


i ee 
d h. aber, wenn man wieder 7 —= = einführt: 


il ©” — 2rc0Sa a? 
U — — oder auch: 1 — 2r c0osa = — 7”. 


T® HRG 1 


Hier kann man nun für cos « den schon durch x ausgerechneten Wert einsetzen und erhält dann: 
_E-elt+) a A 


Dun) 
Nach einer kleinen Rechnung gelangt man zu der Gleichung vierten Grades für z: 
au g a? au 2f? Ui: 
er T? —, ae 5 
T a—f Erg a v° use f? 


Diese Gleichung geht Be in diejenige ni die symmetrische Kurve über, wenn 9 = 0 
{ ER : RL, 5 
gesetzt wird und wenn berücksichtigt wird, daß dann auch f = rel wird. In der That 


heißt dieselbe dann: 


und stimmt überein mit der auf Seite 6 entwickelten. 


Setzt man für x noch den Wert E wieder ein, so erhält man die Relation: 


(a? — f?) b — 290°b? + (2f? + a?) ab? — af”. 
Zu einem gegebenen a kann man, wie wir aus Obigem ersehen, nun jederzeit das zugehörige 
b berechnen. Durch eine einfache Konstruktion kommt man aber, ähnlich wie bei der 
symmetrischen Kurve, auch in diesem allgemeinen Falle leichter zum Ziel. Zunächst bleibt 
auch hier die Relation zwischen zwei zu einander senkrechten Radien o, und g, bestehen: 
01 


03 


—tgy, wie man aus der Polargleichung der Kurve: 


ab cos (2x — A) 
C cos x 


ae 


leicht erkennen kann. Versteht man nun unter BA (Fig. 4) einen beliebigen Radius o,, 
unter BF den dazu senkrechten go, unter BC denjenigen, der durch die Verlängerung 
der Ordinate « des Punktes Z' entsteht, und nennt diesen ©. so läßt sich leicht das 


Verhältnis *° darstellen. Dieses aber ist dasselbe, welches man für z erhält, wenn man 


[47 
dann den Nebenwinkel des Winkels (gu 02), also in der Figur < UBE als Winkel « betrachtet. 
Zunächst ist oe = o„tgy, daher die Abseisse t = 9, Sing. 
Bezeichnet man den Winkel VBC mit w, so hat man weiter 


a Sa Kon 
vEwek vBwe 


oder 
ıKE 


Aus der Gleichung (1V) erhält man dann die Beziehung: 


oder durch Substitution der entsprechenden Werte für n und £ 
— (fsni— VP— e "cos? y) i 
Fan VL ER od a 
Da aber aus der Polargleichung der Kurve sich ergiebt, daß o cosy = f cos (2y— A), 80 
findet sich für tg w der Wert: 
— [sin 4 — sin (2y — A)] 


gv = 


a any en Brenn, 
d.h. esist: v=x—4 Da nun hier BV den Wert 0. siny hat, so wird BC oder 0, den 
Wert erhalten: 9, = —“ Sin x ‚ oder es wird: 
cos (y — 4) 
DR sin y 


9a 608. (4 — A) 
; ; | b 
Nun ergiebt sich aber aus Seite 19, daß z oder z sich durch « und A, wie folgt, 
ausdrücken läßt: 


ee Sy 16, — 


47 


ae, 8, 


Bestimmt man diesen Bruch für die Annahme, daß « der Nebenwinkel von (ou 01) 
ist, d.h. die Größe 90 — (2y — A) hat, so gilt zunächst: cos « = sin (2y — 4), daher wird: 


Gh a sin). 


25 sinn), 


2 


Durch Substitution dieses Ausdruckes findet sich für 


Vh—snallısin@ iM], 


» 
| 


SE VE+sna]fı +sn@—9] — 
a Vfı-+sina]lfı + sin @ay —A)] — VIı —sina][1 — sin (2x — A)] 


Hieraus findet man, wenn man die Wurzeln beseitigt, was leicht geschehen kann: 


a, sn sn@ A cos(—A) 
Demnach bilden o„ und go, das verlangte Verhältnis und für ein gegebenes a — ou 
läßt sich daher leicht mit Hülfe des senkrechten o das zugehörige b = o, konstruieren. 


b 2 sin?y sing 


b 
Aus der Gleichung, die soeben für = entwickelt ist, folgt noch, daß: 


asiny=bcos(y— A). 
Nun ist aber asiny nichts anderes als die Abscisse des Punkts A absolut genommen, was 
man leicht aus Fig. 4 entnehmen kann, da AB __ BF ist, demnach AB mit der Ordinate « 
von A den Winkel x bildet. Ebenso ist b cos (y— A) die Abscisse des Punktes C', da der 
Winkel CB V=vyv=y-—.J4 ist. Demnach haben die zusammengehörigen Strecken 
a und b entgegengesetzt gleiche Abseissen. 


Trägt man dieselbe Länge o„ auf den anderen unendlichen Ast der Kurve, so findet 
sich das zugehörige g, in derselben Weise. Man erkennt dies, wenn man den Winkel y sich 
in entgegengesetzter Richtung wachsen denkt, wobei dann A negativ zu denken ist; für diesen 

OR eh 
Fall stellt sich sowohl für = wie auch für — der Wert heraus: 
0a d 
b BEER, sin X 
A Eu cos (x + 4) 
und auch hier haben a und b entgegengesetzt gleiche Abscissen. 


Für « und b ergeben sich dann noch die Werte: 
EOS N2Y A) 
sin y 
_feos (2x — A) 
cos (y — A) 


a — ocoty 


oder 


N _ feos &y +4 
sın X 
„ Jos (x + 1) 
cos (x + A) 

Da die Punkte A, F, J in gerader Linie liegen und dies nach den angestellten Betrachtungen 
für jede zwei Endpunkte 4 und F senkrechter Radien und den festen Punkt J gilt, so erkennt 
man auch unschwer, daß jeder Strahl, der von einem Punkte des geschlossenen Teiles der 
Kurve senkrecht zur Abscissenachse 7 gezogen wird, mit o = BF denselben Winkel bildet, 
wie der von dem betreffenden Punkt nach J gezogene; für gewisse Gegenden der Kurve sind 
die Winkel indes nicht gleich, sondern sie ergänzen sich dann zu 180°. 


| A) 
| 
| 


| ji I Ö . 


6. Der Winkel 3. 
Der Winkel A ist durch die Gleichung: 
2ab — (a? + 5°) cosa 
a? + b? — 2ab cos « 
bestimmt. Er wird Null, wenn 2ab —= (a? + b?) cosa ist. Sobald aber 2ab > (a? + b?) cos« 


Sind, 


ist, was bei wachsendem «& und gleichbleibendem Verhältnis . der Fall ist, wird A positiv 


wachsen mit « und dies geschieht auch weiter, wenn a > 90° wird. Es kehren sich dann 
im Zähler und Nenner die Minuszeichen um und es läßt sich, wenn « + «, —= 180 gesetzt 
wird, wo «, spitz gedacht wird, die folgende Beziehung schreiben: 

2ab + (a? + b?) cos a, 

a? +b? 4 9abcosa, 

Dieser Wert convergiert mit wachsendem «, also abnehmendem «, gegen die Einheit. Denn 
setzt mana=co+s,b=0-—s, So erhält man 


Sn 


a RE 
(03 e18’5 


Sn — . 
+ tg? = 
Dieser Wert ist <1. Der Zähler aber wächst, der Nenner nimmt stetig ab, wenn «, 
abnimmt und für &, = 0, d. h. für & = 180° wird 

Sina = lt =:90% 
Dies ist also der größte Wert, den A annehmen kann. Wir werden auf diesen Fall zurück- 
kommen bei Betrachtung der Grenzfälle. 

2ab 

en 
Kurvenpunkte der Fig. 4; eine Zeichnung der Kurve für diesen Fall liefert die Fig. 5. Es 


Kira — 90° Zyird sm = In diesem Falle coincidieren verschiedene 


ist dann tg 9 —= © und daher: 


b 
' 2129 
x ZEN STTIENSETZ 2,5 
u IE ters sın 29 
(d.h: 4 —= 2% oder 180 — 23. 


Das Letztere ist hier der Fall, da A < 90° sein muß, hier aber, da «> b ist, 9 > 45° ist. 
Bemerkenswert für den Fall « = 90° ist die Lage des Berührungspunktes 7. Derselbe 
rückt in den Punkt A und fällt, wenn « > 90° wird, zwischen A und B. Bei sehr großem 
« krümmt sich der geschlossene Teil der Kurve sehr stark nach links, wofür Fig. 6 ein 
Beispiel liefert. 
Wir betrachten nun noch kurz den Fall, der auf Seite 4 als möglich erkannt wurde, 
2ab 
a2 
ein für kleine Werte von «. Mit immer mehr abnehmendem «& wächst A in negativem Sinne 
mehr und mehr und wird für « = 0 den Wert — 90° erreichen, d.h. es ist dann smni= —1. 


d. h. wir nehmen A negativ an. Es ist dann <.c0$«. Dies tritt bei gleichbleibendem # 


Daß hier nicht etwa an Werte für A zu denken ist, welche zwischen 180° und 270° liegen, 
geht aus dem Werte für cosA hervor: 
(a?” — b?) sin « 
a? + b?— 2abcosa 
Derselbe ist stets positiv unter der gemachten Voraussetzung. 
Es ergiebt sich aus dieser Sachlage, daß sich für negative Werte von 4 der geschlossene 
Teil der Kurve nach rechts neigt und dem anderen ins Unendliche reichenden Aste sich zubiegt, 
auf welchen dann der Berührungspunkt 7 übergeht, so daß sich die beiden ms Unendliche 
reichenden Äste der Kurve vertauschen. Auch die Polargleichung 
_f 608 (2x — 4) 
— ; Frgange 


zeigt dies deutlich. Läßt man A in — 4 übergehen, so erhält man: 


EEE A 


cos y 


cos 4 


Diese Gleichung geht für negative Werte von x, da cosz — cos (— x) ist, wieder in 
die alte Form über: 


_fe0s—2y +4) _fe0os(ay —4) 
° cos (— y) COS y 
und liefert daher bei negativem Drehungssinn ein ähnliches Bild, wie die ursprüngliche 
h L a B N : > ELLE A 
Gleichung bei positivem Drehungssinn giebt, wobei zu beachten ist, daß f —= 7 größer wird 
als bei positivem aber dem absoluten Werte nach gleichem A} und gleichbleibenden a und b, 
da c für «, kleiner ist als für «. 


Man kann nun nach der Beziehung des Winkels & mit der Schiefe +7 und des 
Winkels «, mit der zugehörigen Schiefe — A fragen. Man erhält für diesen Fall die Bedingung: 
2ab — (a? + b?’) cos« _ (a? + 5?) cos a, — 2ab 
®+b—2abcsa a@-tb—2abcose, 

Hieraus entwickelt sich für cos«, der Wert: 
ige 4ab (a’ + b?) — (a + 6a?b? + b*) cos« 
(a* + 6a? b? -- b*) — 4ab (a? + b*) cos « 
und für sin«, erhält man: 


(a? — b?)” sin « 
a* + 6a? b? + b* — 4ab (a? + b?) cos « 


Durch correspondierende Addition und Subtraktion erhält man hier für cot = den 


sin u —= 


sehr viel einfacheren Wert: 


it, 


c0t 5 zz 


w|R 


oder: 


23 - ol 


OR 


Aus der Betrachtung des Dreiecks BOE in Fig. 4 ergiebt sich weiter, daß: 


[04 a) 
> = - — cob. coU 9 — ) 


Daher ist auch: 


Mithin erhält man durch Elimination von a und b: 
[04 & 
18, it »—5)=18°|#-5)- 


In Bezug auf den Winkel «, finden sich weiter noch die folgenden Beziehungen: 
_ (a + 6a*b’ + b*)(a + bcosa) — 4ab (a? + b°)(acos« + b) 


N rer 
ww (a? — 2)? hsine 
(a—b)? cos“ (a-+b)” sin a 
. 0 2 EN 
sın — = a. ie „ cos _ — 
2  _V (a4 60?b?-+ b*Y)— 4ab(a?-+ 5°) cos« anal (ar Zr 6a?b? u Der +b N) 08 
(a — b )e 
ar E \ 2 rn 
Ve (a' Ber Ga? be = DE — 4ab (a (a? 2a b: 2 COs u 
Kar, Une 
sina sine 


Den Winkel «, konstruiert man leicht durch die Proportion: 
ar b:a—b—ig a 18, 


Eine andere Konstruktion für «, ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Es ist: 


1 
ee 
es +5,) - “ 3 
Hi N i u 
Da nun tg ART an Ist, so ist: 
ab 
ul (a? — b?) sin + 2ab — (a? -+b°)cosa« + c? 


N By 3» 
mn +® (a? — b?) sine — 2ab + (a? + 5b’) cosa + € 


Wenn man hier den Wert für c? substituiert, so erhält man: 


( — b)sina+(a+b)?(1—coso) a+b, «a 
1845 +5) = ( — b)sine — (a— 5b) (1-+cosa) ae 


Da ferner hiernach: 


ee + 


so ergiebt sich: 


=. La TER z| a‘ 
et w; in 2 


Diese Gleichung ergiebt eine Konstruktion für «,, wenn man ein Dreieck mit den Seiten 
a und b und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 90 + 4 konstruiert. Die Differenz der 
anderen Dreieckswinkel ist dann «.. 


Ferner gilt auch die Proportion: 


reden — ig (#5 +2): la #3 


aus welcher sich Er ebenfalls leicht konstruieren läßt. 


In Figur 7 finden sich zwei Kurven mit entgegengesetzt gleicher Schiefe A dargestellt. 


7. Besondere und Grenzfälle. 


Wir gehen nun zur Betrachtung einiger besonderer Fälle über. Es ist nämlich 
möglich, daß die Größe c entweder gleich a oder gleich b oder gleich asin« wird. In jedem 
dieser Fälle findet zwischen den Winkeln & und 4 eine besondere Beziehung statt. Es sei 
zunächst c—=asine, dann ist b—= «acos« und man erhält der Reihe nach folgende Beziehungen: 

ab @ @ 
Vo 2)A=90—o; 3) A cote; 4) cot = = lee 
Endlich gilt dann die Proportion: 
& & 
@r.b.a teten. 


Der Punkt F fällt dann mit J zusammen, O0 mit C, K mit 4. 

Zweitens sei c—=b, d.h. a=2bcose, 

Dann wird 43 —= 90 — « und ferner: 

4b? 608 a — (4b? cos? « + 2) cos a 
ph? 


Ey BE 
also: 

sin A = c608s(90— A) —=3c0sa —4cos?e. 

Daraus ergiebt sich demnach die Beziehung: 
cos (90 — A) = — c08 3a. 
Wird aber zweitens c—= a, so erhält man dieselbe Relation. 
Ist A negativ, so erhält man geradezu: 
cos (90 — A) = c083 o. 


A No 


Diese Beziehungen geben ein Mittel an die Hand, mit Hülfe unserer Kurve einen 
Winkel in drei gleiche Teile zu teilen. Da aber das einzuschlagende Verfahren jedesmal 
erst die Konstruktion der Kurve aus drei gegebenen Punkten nötig macht, so hat diese 
Anwendung eine praktische Bedeutung nicht, weshalb wir diese Sache hier nicht weiter 
verfolgen, sondern nunmehr die Grenzfälle betrachten wollen, welche bei unserer Kurve 


auftreten können. 
a” & 
1) Es sei a—=b. Dann ist m—=0 und n—= — und da c dann den Wert 2a sin > 
C 


. a 
hat, so wird n = —— - 


. [94 
2 Sn — 
2 


Die Gleichung der Kurve geht dann über in die folgende: 


[4 ME : 
u Zr NE An age 
5 & Ol 
2 sn — 4 sn" — 
> 2 
oder: 
2 2 
a a 
2? + [u ——\ = (— 
5 & " [94 
2 sn — 2 sın — 
2 2 


d. h., wie es sein muß, in die Gleichung eines Kreises, indem wir es hier mit Peripheriewinkeln 


3 . . . . [04 & 
auf gleichen Sehnen zu thun haben. Es ist in diesem Falle 9 — 5° ebenso k konstant — Ey 
£ a N : : 
= 90° und der Radius des Kreises ——— , welcher um so größer wird, je kleiner « ist. 


ER ICR 
2sın 63 


Genau genommen zerfällt hier die Kurve in den Kreis und denjenigen Durchmesser, 
der aus dem Scheitelpunkte des Winkels & gezogen wird. 


N BEE ab 
2) Es sei «= 0 und a von b verschieden. Dann ist 2A = — 90°, n = > 0, 


' ab 
ferneriisp o- a2 md > =... 
C 
Es entsteht in diesem Grenzfalle wieder die Gleichung eines Kreises, nämlich: 


ne 


a—b 


2ab ; ER 
Der Durchmesser ist ER und da 9 — 90° wird, so liegt der Kreis rechts von der auf 
0 


a b im Nullpunkte errichteten Senkrechten, welche ihn berührt. Wir haben es hier mit 
dem Appollonischen Kreise zu thun. Jeder Punkt der Peripherie ist Scheitelpunkt eines 
harmonischen Strahlenbüschels, die zwei zugeordneten Strahlen, welche zu den Endpunkten 
des Durchmessers führen, stehen auf einander senkrecht und halbieren daher die Winkel 
der beiden anderen. 


N BR 


3) Ist & = 180° und a von b verschieden, so erhalten wir, weil dann A —= 90°, 

ab i j |... i g Zabe. 
me 0 ist, wieder einen Kreis, aber einen kleineren, dessen Durchmesser — ag 1St, 
& ) j 


a 
0b 

 4+b' 
erwähnten Senkrechten*), denn seine Gleichung lautet: 


alu] | ab ) 
ab a—+b 

und 9 ist auch hier 90° In diesem Falle erhalten wir nicht gleiche Winkel, sondern 
Supplementwinkel. Der zweite Endpunkt des Kreisdurchmessers ist in 2) und 3) immer der 
vierte harmonische Punkt zu den drei Endpunkten von a und b, deren gemeinschaftlicher ihm 
zugeordnet ist. In 2) und 3) tritt zu den Kreisen noch jedesmal die Grade selbst als 
geometrischer Ort hinzu. 


S ab j e } S i 
denn es ist c—=a-+b und Er liegt überdies links von der im vorigen Falle 
C 


4) Wenn in der symmetrischen Kurve, für welche cos = ——— ist, «—b werden 
{ ) 
soll, so kann dies nicht anders geschehen, als wenn auch gleichzeitig &« = 0 ist, und umgekehrt 


din: IN 
ist auch, wenn «= 0 sein soll, a=b. Da damn tg 9 = 5 ist, so wird 4 — 45°, übrigens 


., ab ab . : 
aber c=0 und somit — = o, und da m = — Ist, so ist auch m unendlich eroß. Wir 
G : Ce = 


erhalten dann uv—=+t, d. h. die Kurve geht über in die Koordinatenachsen x und y, wie 


- 


schon auf Seite 7 erwähnt ist. 


8. Inhalt und Bogenlänge. 


Es kann hier nur der Inhalt des geschlossenen Flächenstückes interessieren und ebenso 
nur dessen Bogenlänge. Zur Ermittelung der fraglichen Werte bedienen wir uns der 


Polargleichung: 
vr ab cos (2% == 2) 
| IERET: COS y . 
Dann erhalten wir für den Inhalt der geschlossenen Fläche: 
7 2 
AR 
1 f [ab\? cos? (2y — 
2 C cos” x 
7 ji 
tz 


Für die Bogenlänge haben wir den Ausdruck zu bilden: 


ds —M oe? + 0"? dy. 


*) Diesmal auf « — b errichtet. 
d* 


Es ist aber: 


— 2— c08ysin2y— 4) + “cos (21) in y 


cos? x 
= 
C 
Bao 


at [cos? (2y — A) + 4 sin (2x — A) cos y sin (y — 2). 
X 
Dieser Ausdruck verwandelt sich mit Hülfe einer kleinen Umrechnung in den einfacheren 
nl 

C 
0° 

a cost y 
so daß wir für die Bogenlänge erhalten 


[cos®?2 + 4 cos?xsin?(y— A)], 


7 7 
za r 
5 — z engn —V vos’ 7, + 4 cos? y sin? (y— A).dy. 
Be 
Wir wollen, 


da die Rechnung für die allgemeine schiefe Kurve sehr umständlich ist 
und die Resultate verwickelt werden, hier 
verhältnismäßig einfache Werte liefert 


bier nur die symmetrische Kurve behandeln, welche 
Für den Inhalt haben wir dann den Wert auszurechnen 


7 
4 


ee 
1217 co * 
0) 
Zur Bestimmung dieses Integrals ersetzen wir c0os2y durch 2c08?y— 1. Dann ist: 
1 2y.dy ae Kar Fön} 
cos? . cos? y 
co8?2y. “ | 
Ü;4h. we! 2 | 
r N cos? y fe rd % wir 
In dem ersten dieser Integrale setzen wir x = siny, de = cosxdy und erhalten 
T 
4 V: V3 
1 [cos v _ de — 2 Vi —aR + 2are sna|=ı+3 
Ö 
Werte 1. Somit erhalten wir 


a 
0 
Das zweite Integral hat den Wert x, das Dritte ist bekanntlich tg xy, also hier vom 


und das geschlossene Flächenstück der symmetrischen Kurve hat daher die Größe 


r- (®). =) 
(0 | 


2 


ERDE 


Errichtet man in Fig. 3 über BJ nach beiden Seiten Quadrate und schneidet die 
diesen eingeschriebenen Kreise heraus, so sind die übrigbleibenden Flächenstücke gleich der 
geschlossenen Fläche #' der Kurve. 

Für die Bogenlänge ergiebt sich, wenn A = 0 ist, der folgende Ausdruck: 


T 
4 
Dale 1 
sa | —/ 1 + sin? 2y.dy. 
c cos? y 


Dies Integral läßt sich auch so schreiben: 


j d(2 
- %125n22,. dx = 17 ze an" may 


Ersetzen wir hier sin 2y durch &, d(2x) durch Va Fi so erhalten wir: 


ara BE fern 


Das Integral I zerfällt wieder in die folgenden: 


EHE 


und wenn man hier die Wurzelgröße in 2 Nenner bringt und vereinfacht, wird: 
Ta ie 1a® dv 
zo” Ei Br Va = gr 
Hier führen wir nun die folgende taten ein: 


4 dx 


und erhalten: 


ds 
Tee ren Y Y + 608° y Inn + cos? 


ü 2 
Ben A sing % Almen p 


Nun ist aber bei Benutzung der Bezeichnungen®): 


d 
| . ; -=2189.49—2EW)+FY)+G 
og) zn’ 


d 
|i - — Fy) + G. 
V: — 5 sin’y 


Daher erhält I den Wert: 
I=- Ye. —-E)+Hp)) + C 


*) Durege: Elliptische Funktionen S. 66. 


oder auch: 


Das Integral II aber hat die folgende Größe: 
an nat. (ec Ve 6, 


wie sich leicht durch teilweise Integration ergiebt. 
Darnach wird das unbestimmte Integral J, wenn wir die Konstanten zu der einen 
C vereinigen: 


J= — Y2ltg9.49 — E,(Q) + Fg)] - 


N — 


log.nate le EV VE ET 


Mia? 
% 


Die Integrationsgrenzen für 9 sind hier — und 0, die für x: sind. 0. und 1. ie 


9 = 90 aber wird tg 9.49 — © und denselben Wert erhält - 2: u en: die untere Grenze 


z2—0. Daher empfiehlt es sich, diese Werte a und in dem ersteren 
wieder durch x zu ersetzen. Es ist dann: 


At en, 1 Vı+a? 
ea = A er er : 
A y.Ay IA = 2 ( 2 = 
Dieser Ausdruck en vereinfacht sich zu folgendem: 
en 
ey ( ) 
x 
1-2 —1 .. Sr : 0 3 
Der Bruch 2 Ber wird für die untere Grenze — ne Bildet man aber die 
Differentialquotienten des Zählers und Nenners, so erhält man nd dieser Bruch hat 


ea 
für 2— 0 selbst den Wert Null. Da die übrigen Teile des Integrals für die Grenzen 9—0 
und 20 ebenfalls Null werden, so erhält bei Einsetzung der Grenzen .J den Wert: 


Dr ya u) 2 log.narı 072), 


Demnach wird endlich die Bogenlänge s durch den Ausdruck dargestellt: 


RES 1))22 löonae. dd va) 


